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Teoriadegli insiemi

Il concetto di insieme S assume come primitivo, cioe non riconducibile a concetti
precedentemente definiti. Sinonimi di insieme sono: collezione, aggregato, classe, ecc..
E’ importante che esista un criterio atto a stabilire in modo univoco se un e emento appartiene
o no al’insieme.
Ad esempio I'insieme delle vocali dell’ afabeto latino € un insieme, mentre I’insieme dei libri
divertenti non e un insieme perché il criterio per stabilire se un libro é divertente o meno é
Soggettivo.
Gli insiemi vengono indicati con lettere latine maiuscole A, B, C,....
Gli oggetti che compongono un insieme prendono il nome di elementi e vengono indicati con
lettere latine minuscole: a b, c,...
Per indicare che un elemento a appartiene all’inseme A si scrive:

aldA
Il ssimbolo [0 deriva dal latino est e prende il nome di simbolo di appartenenza, mentre [ € il
simbolo di non appartenenza.
Uninsieme privo di elementi prende il nome di insieme vuoto e si denota con il simbolo 7.

Rappresentazione di un insieme

Nellateoriadegli insiemi vengono usati tre modi per rappresentare un insieme;
1. Rappresentazione tabulare: consiste nell’elencare tutti gli elementi dell’insieme che

vengono inclusi in parentesi graffe. Es. A={a;ei;o;u}

2. Rappresentazione mediante i grafici di Eulero-Venn: consiste nel rappresentare un
insieme mediante una linea chiusa del piano, all’interno della quale gli elementi vengono
indicati con dei punti e con delle lettere a fianco di essi. Questi diagrammi o grafici
prendono il nome di diagrammi di Eulero-Venn.

A

3 Rappresentazione mediante una proprieta caratteristicaz L’'insieme viene assegnato
mediante una proprieta di cui godono tutti gli elementi dell’'insieme. Es.

A:{x: X @ unavocale dell'alfabeto Iatino} Il ssimbolo :vieneletto “tale che’.
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Sottoinsiemi

Dati due insiemi A e B, s dice che B é sottoinsieme di A se ogni elemento di B & anche
elemento di A esi indica
BOA

Si legge anche B e contenuto o éincluso in A.

Def.: Dueinsiemi A e B si dicono uguali se sono formati con gli stessi elementi

A=B
ovvero ogni elemento dell’ uno € anche elemento dell’altro (non ha importanza I’ ordine con
cui vengono descritti gli insiemi)

A=B - [xOA- X B] owero A=B - [AOB] B A

Es. {a;b;c;d} ={b;c;a;d}

Si dice che B e un sottoinsieme proprio di A
BOA
se BO A eseesiste ameno un elemento di A chenon siaelementodi B (A% B)

[00 B=xOA&lY Ay B
Es. A={aei;ou} B={a;0;u}

L’insieme vuoto viene considerato come sottoinsieme di ogni insieme, e fra i sottoinsiemi di
A si considera A stesso, per cui ogni insieme non vuoto A possiede due sottoinsiemi: se stesso
e l’insieme vuoto, che prendono il nome di sottoinsiemi banali.

Per evitare contraddizioni logiche considereremo gli insiemi come sottoinsiemi di un insieme
detto insieme universale o ambiente, che & un insieme tale da contenere come sottoinsiemi
tutti gli insiemi che ci interessano.

Insieme delle parti

Assegnato un insieme A, consideriamo tutti i sottoinsiemi che si possono formare con dli
elementi di A. Chiamiamo insieme delle parti di A elo indichiamo con P(A) I'insiemei cui
elementi sono tutti i sottoinsiemi di A.

Esempio: A={ajb;c} Siha
P(A) ={Di{a {b}:{ch {aibH{acH{brc){arbic)

Sel’insieme A éformato dan elementi, I'insieme delle parti P(A) e formato da 2" elementi

Dim. : Ogni sottoinsieme di A e formato dak elementi di A dove
O<k<n
Abbiamo quindi tanti sottoinsiemi di A con k elementi quante sono le combinazioni di n

n
oggetti ak ak, cioé (k}

[l numero N di elementi di P(A) sara

et
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Applicando laformula del binomio di Newton avremo

(a+ b)n - Zn:(Ejakbn—k

k=0
ponendo a=1b =1 avremo

- (N k mn-k — on
N—Z(le a« =2
k=0

Operazioni sugli insiemi

Dati due insiemi A e B definiamo unione di A e B I'insieme formato dagli elementi che
appartengono ad A o aB o aentrambi elo denotiamocon AL B.

ADB {x:Xx] AOx B}

Dati dueinsiemi A e B definiamo intersezione di A e B I'insieme formato dagli elementi che
appartengono siaad A, saaB. S ha

AnB={x:xOA X B}

Dati dueinsiemi A eB, si dicedifferenza fraA e B I'insieme formato dagli elementi di A che
non appartengono a B
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A\B=A-B={x:xOAI X B}

Sia S un insieme qualunque ed A un suo sottoinsieme A S. Si dice complementare di A in

Sesd indicacon (Aod anche A, I'insieme degli elementi di S che non appartengono ad A.

Si haanche
LA=S\A

Supponiamo che A e B siano sottoinsiemi di S. Siano A e B i loro complementari. Si ha
AAB=(AOB)\(A Bf (A BpO (A B)

Pertanto: La differenza simmetrica e I’'insieme degli elementi di A che non appartengono a B
el’insieme degli elementi di B che non appartengono ad A.

ADA A infati AOA {x:0 BDx =A} {K:x= A} A idempotenzadell’unione
An A= A idempotenzadel’intersezione
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A= A eevidente perché!l’insieme vuoto € sottoinsieme di qualsiasi insieme

. An [A IA e
An=0 econseguenzade fatto che

An Il JA

AOB Bl A AnB=Bn A
Si pud dimostrare usando tabelle simili ale tabelle di verita

A B | AUB | BOA AnB | BnA
O |0 O O O O
O |d O ad 0 a
g | O O ad 0 a
O (0 O O O O

Proprietd associativa

AOB & (A B) C

A B |C BOC | AO(BI C) | AOUB (AOBY C
o (0| 0O O O O O
o (0| 0 ad O O O
O |d| O ad O O O
o (0| 0O O O O O
U (0| 0O O O O O
g (o 0 ad O O O
o (0|0 ad ad 0 O
o (0| 0 a a O a

An(BnC)=(An B)n C

Oogo|ooggg|| o

A | [BAnC [ An(BnC) | AnB (AnB)n C
0

O|Oo|o|o|jg|g|g|gl| >
o|oooooo|g|| w
OOoOoQc|og|boie
OioioOoioQg|oig

OOoOoQOoiog|itoie

gioioOoioQgiQa

An(BOCF (A BY @A C)
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(AOBp G (A C B C)

AOMB C¥ (Al B) (A C)
(AnB)OG (Al @ B O
S hainoltre

A\A=0

A\ A

B=B

BnB=0
BOB U

N
>| >
olO
Wi
I

> 3|
W m|

Dati dueinsiemi A e B non vuoti, definiamo prodotto cartesiano di A e B (nell’ ordine)
I"insieme delle coppie ordinate (a,b) con aldA; bOB; cioé

AxB={(ab):alA1 b B}
Se A#B

AxB#ZBxA
cioé il prodotto cartesiano non gode della proprieta commutativa.
Se A=B AxA euninsiemediverso daA (perché e formato dalle coppie ordinate degli
eementi di A). Si ha

Ax A=A
Se A= o B=1[ non é possibile formare alcuna coppiain quanto |'insieme vuoto € privo
di elementi. S haquindi:

AxEx  AQ

xC=0

Assegnati gli insiemi A, B, C avremo
Ax(BOCkF (& B (A C)
Dim.
[(ab)0A (B] C)=>[a0AM B C]={alAld Boppured Ab J =
=[(a;b)0 A B oppure (a;b] A C]=[(a;b)O(4 BD (A C)
Inversamente avremo
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[(a;b)O(& BO (A C)|=[(a;b)0A Boppure (a;b] A C|] =
[aDA Boppured Ajb C]=[alAl Bo( =
=[a0AD B C|=[(ab)0A (B] C)

Proprieta distributivadel prodotto cartesiano rispetto all’intersezione (a sinistra e a destra)

Ax(BnC)=(AxB) n(AxC)
Avremo:
[(ab)0A (BY C)|=>[a0Al B8 ¢ =[a0Am B Jd=
=[(ab)0A BI (a;h) xA C]=[(a;b)0(& Bn A C
Inversamente
[(a;b)O(& BN (A C)=[(ab)0A Bl (&) xA C| =

=[a0A BCa Bb Cl=[alAl B8 (] =[(ab)IA (Br CJ

Relazioni tra insiemi

Dati dueinsiemi non vuoti A e B dices relazione binaria una proprieta [ tale che per ogni
coppia (x; y) del prodotto cartesiano Ax B siavera unaed una sola delle due affermazioni:

a) lacoppiaordinata (x; y) soddisfalaproprieta [ xy

b) lacoppiaordinata (x;y) non soddisfalaproprieta [ X JZ y

Larelazione prende il nome di binaria perché e definitafralacoppia (x;y) con x(OA e

yUB

Il sottoinsieme di A sul quale € definita la relazione O prende il home di dominio della
relazione.

L’insieme degli elementi corrispondenti in B prende il nome di codominio dellarelazione.
Pertanto una relazione € un sottoinsieme del prodotto cartesiano perché la relazione € il
sottoinsieme costituito da tutte e sole le coppie ordinate che verificano la condizione.
Possiamo quindi dire che: Una relazione binaria fra A e B € un sottoinsieme del prodotto
cartesiano AxB.

Esempio:

Sia A={12,34,56,7,88 B={246,81012}

Esa allb- aéundivisoredib
Il grafico sarail sottoinsiemedi Ax B formato dai punti segnati con il pallino
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(5,10) = 5010 percheé 5/10
Esempio
Xy %y éunnumero pari

Se A=B avremo unarelazione binariasu A.

Proprieta di una relazione

Sia O unarelazione sull’insieme A.
Larelazione &
riflessiva se:
Oal A (a &)l owero alla
simmetrica se:
Oa,li] A (a,b) = (b,a)ll ovvero allb= blla
transitiva se:
Oa,b,& Af(aby e(k) |=(ac)d ovwero adillb c=alc

antisimmetrica se:
Oa, i Af(aB)0  @a) ]=a=b ovwero allb a=a=b
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Relazione di equivalenza

Sia [0 unarelazione definitain uninsieme A.
La relazione [0 é chiamata relazione di equivalenza se gode delle tre proprieta: riflessiva,
simmetricaetransitiva:

1. 0al A ala riflessiva
2. Oalil A adb=DbOa simmetrica
3. Oab& A (aDl c)=alc transitiva

Unarelazione di equivalenza spesso si indicaconil smbolo ~ o =

Partizione di un insieme Insieme quoziente

Definizione: Assegnato un insieme A, s dice partizione di A una famiglia F di sottoinsiemi

non vuoti di A tale che:

1. nessun sottoinsieme di F & vuoto

2. adue aduei sottoinsiemi di F sono disgiunti ( due insiemi si dicono disgiunti se laloro
intersezione € I’ insieme vuoto)

3. I'unione dei sottoinsiemi di G dal’insieme A

Pertanto assegnata una partizione di A ogni elemento appartiene ad uno e un solo sottinsieme
di F
Sa assegnatatra gli elementi di uninsieme A unarelazione di equivalenza £ .
Definizione: Dato un x[O A s dice classe di equivalenza X I'insieme degli elementi x'0A
tali che X' EX, cioé

X ={x":x"ex}
Inoltre se X € una classe di equivalenza un qualunque elemento x basta per individuare la
classe X che pertanto potra essere scritta con [x] e quindi

[ =X. S ha X5X'3>[X] :[X'] =X per cui se xex'sono eguivalenti
rappresentano la stessa classe

Teorema: Datain A unarelazione di equivalenza £ , leclassi di equivalenza determinano una
partizione di A. Inversamente assegnata in A una partizione e la relazione £, se xex'
appartengono allo stesso sottoinsieme € unarelazione di equivalenza.

Definizione: Si dice insieme quoziente di A rispetto alarelazione £ I'insieme delle classi di
equivalenza (cioé I'insieme i cui elementi sono le class di equivalenza) determinate da &€

nell’insieme A e si indica con %

Esempio: relazione di parallelismo.

Premettiamo la seguente definizione. Due rette del piano si dicono parallele se non hanno
alcun punto in comune o se coincidono.

Larelazione di paralelismo e unarelazione di equivalenza. Essa gode delle proprieta:

1. riflessiva r/ir

2. simmetrica r//s=sllr
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3. transitiva  (r//sOs/it)=rllt

Per cui possiamo effettuare una partizione in classi di equivalenza. Ciascuna classe sara
quindi unadirezione (dove per direzione intendiamo una classe di rette parallele).

Relazione d'ordine
SiaA uninsemeed [0 unarelazione su A.

Si diceche 00 éunarelazione d ordine (parziale) se:

1. O eriflessiva ala
2. [0 éantismmetrica adhlb a=a=b
3. O etransitiva alhlb c= alc

Selarelazionevae (a,lhl A I'insieme s dice totalmente ordinato.

In generale unarelazione d’ ordine viene indicatacon < .

Definizione: Unarelazione d ordine prende il nome di relazione d' ordine stretto se gode delle
proprieta:

1. transitiva OX,y, 21 A X <y z=>x<z
2. tricotomia Ox,yl A s verifica una ed una sola delle relazioni
X=Yy X<y y<X

Applicazioni o funzioni

Definizione: Dati due insemi A e B definiamo applicazione o funzione f di A in B unalegge
che associa ad ogni elemento x dell’insieme A uno e un solo elemento y dell’insieme B. Si

ha:
f:A0LB o AOMLB

es legge “applicazionef di A in B.
Il dominio della corrispondenza e tutto I'insieme A; I'immagine di ogni elemento di A € un
soloeementodi B y= f(x);I'immagine di f che verraindicata con imf € un sottoinsieme di

B che s chiama anche codominio di f.
Imf ={yOBOX A=y f(x)}
(non si puo escludere che apiu elementi di A corrisponda lo stesso elemento in B)

Funzioni suriettive
Unafunzione f: Al - B s dice suriettiva o applicazione di A su B se ogni elemento di B

immagine di ameno un elemento di A.
f(A) =B o [yl A:ffx) vy
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Si diceche f:AO [ B € iniettiva se ad eementi distinti x[(O A corrispondono el ementi
distinti yOOB, cioe
Oyl Imf =03 A:y f(X)

B
B
Yo —————— -.-.-;'_".’ -‘
i !
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ve >

Unafunzione f: A - B s dice biiettiva o biunivoca se € contemporaneamente iniettiva e
suriettiva.
Risulta:
f(A)=B e Ox,X1 A= f(x)# f(x)
ovVVero:
Oyl B=0Oxd A:y  f(X)
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Date le funzioni f:AOG0-B e g:BOLC s dice che la funzione ¢: A0 C e

funzione composta delle due funzioni f e g se esiste una legge f che fa corrispondere ad ogni
elemento x[JA uno e un solo yOB ed una legge g che fa corrispondere ad ogni yU f (A)

unoeunsolo zOC.
Avremo quindi:

z=¢(x) equindi z=g[f(x)]
OVVEro:

¢=gof dove ¢=gof(x)=g[f(x)

Funzioni inverse

Se f: A [ B éunafunzione biunivoca. Possiamo definire lafunzione inversa di f

f:B0O - A nel seguente modo. Assegnato un elemento yOB s hache f ™(y) &I’unico
elemento xOA:y= f(x) xOA

Se f: A0 G- B non ébiunivocalafunzioneinversadi f non puo essere definita.
Se f:AO [ B non esuriettiva 0y B per il quale non esistono elementi X A: y= f(X),

mentrese f : AC [ B non einiettiva esistono elementi y 1B che sono immagini di divers
xOA




